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RICIIARD BRAUEH ZURI 10. FEUKC!AR 1971 GI9’IDMET 
Es ist seit langem bekannt, daB eine endliche Gruppe in einem hyper- 
zentral eingebetteten [ = im Hyperzcntrum enthaltenen] Normaltciler eine 
nilpotente Automorphismengruppe induziert, in einem iiberaufl&bar ein- 
gebetteten Normalteiler eine tiberaufl&bare Gruppc von Automorphismen 
induziert. Kiirzlich hat dann Huppert einen diese beiden S&e als Spezial- 
fall umfassenden Satz bewicsen; siehe Huppert [la, p. 562, 1.3 Satz]. Bekannt- 
lich gilt die Umkehrung ganz und gar nicht; wir wollen deshalb hier einen 
Satz beweisen, der die Giiltigkeit dieser Eigenschaft genau durch einc such 
an sich interessante Eigenschaft abgrenzt. 
Zur Formulierung dieses Satzes bedarf es einiger mehr oder wcniger 
bekannter Begriffsbildungen und Bezeichnungen, die wir zun&zhst in einer 
fiir unsere Zwecke bequemen Form zusammenstellen wollen. 
Es sei a(p) fiir eine jede Primzahl p eine miiglicherweise leere Formation 
endlicher auflijsbarer Gruppcn; und es sei a die durch diese Formationen in 
iiblicher LITeise lokal definierte Formation. Es wird bequem sein und keine 
Bcschrankung der Allgemeinheit darstellen, wenn wir annehmen, da13 a 
nicht leer ist. Nach einem Gaschiitz-schen Satz ist diesc Formation geszttigt; 
siehe Huppert [lb, p. 697, 7.5 Hauptsatz]. Wir nehmen an, da8 
a(p) i a fiir jcde Primzahl p. 
gilt. Dies stellt bekanntlich in dcr Thcorie dcr Formationen keine Beschrsn- 
kung der Allgemeinheit dar. Also kiinnen wir diese Annahme such dann 
ohne Beschrgnkung der Allgemeinheit machen, wenn wir Xormalteiler 
untersuchen wollcn, in denen a-Gruppen von Automorphismen induziert 
werden; und dies ist ja der Gegenstand dieser Arbeit. Doch fiir tine tinter- 
suchung von Normalteilern, die in dem unten zu definierenden Sinne a-ein- 
gebettet sind, wsre es schon eine Bcschtiinkung der Allgemeinheit, wie ein- 
fachste Beispiele zeigen. 
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Den Hauptfaktor H der endlichen Gruppe G werden wir einen a-Flaupt- 
j&or nenncn, wenn H einmal fur eine geignete Primzahl p eine elementar 
abelsche p-Gruppe ist, und wenn G weiter in H tine a(p)-Gruppe von Auto- 
morphismen induziert; und alle andern Hauptfaktoren miigen co-a-Huupt- 
fuktoren heif3en. Allgemeiner: 
der n’ormalteiler N von G ist 
a-eingebetfet in G, wenn alle in N co-a-eingebettet in G, wcnn alle in iV 
enthaltenen Hauptfaktoren von G enthaltenen Hauptfaktoren von G 
stats a-Hauptfaktoren sind; stets co-cl-Hauptfaktoren sind; 
und dies werden wir durch 
N a G .V co-a G 
bezeichnen, wie wir such die Zugehorigkeit eincr Gruppe S zur Klasse a 
stets durch X E 11 abkiirzen werden. TvIan sieht lcicht ein, dal3 
das I’rodukt 9~3~G aller a-eingebet- das Produkt $r3co+aG aller co-a-ein- 
teten Kormalteiler von G selbst eine gebctteten ru’ormaltciler von G selbst 
a-eingebettete charakteristische Un- eine co-a-eingebettete charakteris- 
tergruppe ist; und daB tische Untergruppe ist; und daB 
5idG’lsnGl = 1 $Q~~-~[G~‘~~,,,-,G] =~= 1 
wie such 
gelten. 
Das a-residuum aG der Gruppe G ist der Durchschnitt aller Normalteiler X 
von G mit G/S E a. Aus der Formationseigenschaft van a [und der Endlich- 
keit von G] ergibt sich G/aG E a. Also bildet der Epimorphismus 0 dann und 
nur dann G auf eine a-Gruppe ab, wenn [aG]O = 1 ist. Hieraus folgt, da0 
in G/aG enthaltene Hauptfaktoren stets a-Hauptfaktoren sind, woraus ins- 
besondere 
folgt. 
Xach diesen Yorbereitungen 1aMt sich unser Hauptresult folgendermafien 
formulieren. 
HAUPTSATZ. Dann und mu dann induziert die end&he Gruppe G in ihrem 
Nor-malteilev N eine a-Gruppe van Automovphismen, wenn 
(a) N = [N n 53nGl 0 [iv n J33coPnGl und 
(b) N n !53co-nG C 3[aG] gelten. 
Der Beweis dieses Hauptsatzes wird in der crsten Halfte dieser Arbcit 
ausgefiihrt werden, wahrend die zweite seiner Diskussion und der Ableitung 
von Folgerungen gewidmet ist. 
Bexeichnungen 
o(g) == Ordnung des Gruppenelements g; 
o(G) -7 Ordnung der Gruppe G; 
*y o y _ x-l"y" .~-y-y! _ +pxy; 
-y I: E’ == Menge dcr s (- y  mit x t ,Y und y  E I’; 
AV’ - Kommutatorgruppe von S : I.;\- a SJ; 
;G - Zentrum von G; 
c,C = Zentralisator von U in G; 
c,(A/B) == Gesamtheit aller g E G mit g a A 2 B 
mz durch cG(-4jB)jB = c,,,(A/B) bestimmte Untergruppc von G; 
n,C = Normalisator v-on C’ in G; 
A-,. -= Herz von X in Y 7= nwr S” = Produkt aller in S enthaltenen 
Sormalteiler von Y; 
S ;j Y : =-: ,y ist Normalteilcr von 1-; 
-1-C: I7 :-:I .I’ ist tine von Y‘ verschiedene Untergruppe von Y; 
G -4 &j B : -=: G ist das dir&c Produkt seiner Normalteiler A und B: 
I...)~ :=: vun der eingeschlossenen 14ementenmenge erzeugte Unter- 
gruppe. 
Alle betrachteten Gruppen sind, vom Zusatz abgesehen, end&h. 
liachweis der Notwendigkeit der Beditzguq (a). Sei 91331 die Klasse aller 
Paare X, Y nut folgenden Eigenschaftcn: 
X ist ein Normalteiler der [endlichen] Gruppe Y; 
Y induziert in X eine a-Gruppe van Automorphismen; 
X f  [X n FJ~Y][X n Sj3co-nI’]. 
Ware die Bedingung (a) nicht notwendig, so wire die Klasse ‘531 nicht leer; 
und da die Ordnungen aller vorkommenden Gruppen endlich sind, so gibe 
es in 9.R ein Paar N, G mit minimaler Ordnung o(N). Wir setzen zur Abktir- 
zung 
IV* = [N n $j3aG][.N n Sj3co-nG]. 
Sei X ein Normalteiler von G mit fV* C XC N. Dann ist o(X) < o(N); 
und die von G in X induzierte Automorphismengruppe ist ein epimorphes 
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Bild der von G in Ninduzierten Automorphismengruppe, also eine u-Gruppe. 
\vegen der i\linimalitit von o(N) gilt also wegen N* (7 S C A’ 
A’ :=_ [X n $J~~G][X n -()acomaG] 
= [N n $J~~G][N n 53co..L,G] =: A’*; 
nnd wir haben bewiesen: 
(I ) N/N* ist ein minimaler Normalteiler aon G/,V*. 
\I’Src N* = I, so wS.re N wegen (1) ein Hauptfaktor von G, so dafi 
1 ,L- .Y :- N* w&-e, ein Widcrspruch. Also ist 
(2) iv* r’; 1. 
Ilieraus folgt die Existenz eines Normalteilers ;Cil von G mit ;12 C P 
derart, dafi N*/X ein minimaler Normalteilcr von G/:Ff ist. Es ist klar, da8 
von den beiden Durchschnitten N n !~j3~G und N n 5J3cO-UG hiichstens 
einer in IL2 liegen kann (wegen M C IV*). Es muI3 aber such mindestens einer 
in M liegen, da sonst der Hauptfaktor N*/121 gleichzeitig ein a-Hauptfaktor 
und ein co-a-Hauptfaktor wsre. Also enthllt JIT einen und nur einen der 
beiden Durchschnitte N n 5daG und N n S33co-aG. Die von G in LX~/:U 
induzierte Automorphismengruppe ist ein epimorphes Bild der von G in N 
induzierten ,4utomorphismengruppe; und als solche ist sie eine a-Gruppe. 
TKire :?I m,+ 1, so w5re o(K/;CI) e: o(N); und aus der Minimalitgt von o(‘\‘) 
ergihe sich 
X,:11 .-= [(NliV) n b3,(Gin~)][(-~~M) n !ij3co+n(Gj.ZZ)]. 
Es g%be also Normalteiler A und B von G mit Ild C L-Z n B und 
L4/M == (AT/M) n $3n(Gjill) und B;JI -= (N/A/l) n $3,,-,(G/M). 
IIan iiberzeugt sich sofort van 
N = AR und .lZ :: .4 n B. 
Da :%-/:V* wegen (1) und :JT*/ ;I2 nach Konstruktion von &I Hauptfaktoren 
van G sind, so folgt weiter: 
*4/l\Y ist ein a-Hauptfaktor und BjM ist ein co-a-Hauptfaktor von G. 
Die van G in A und in B induzierten Automorphismengruppen sind epi- 
morphe Bilder der von G in N induzierten Automorphismengruppen; und 
als solche sind sie a-Gruppen. Weiter gilt &4 C N und B C N, woraus wir 
o(A) < o(~V) und o(B) < o(iV) f  o lg ern. Aus der l\finimalit%t von o(N) ergibt 
sich also 
A : 2 [A n 53uG][L4 n 53co&] und B = [B n !53aG][R n $3co-aG]. 
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J%Yr erwahnten vorher, da13 M einen und nur einen der beiden Durch- 
schnittc 1%’ n !T&G und LV n $j3co-nG enthalt. Gilt erstens i\’ n 5&G L JI, 
so bedenken wir, da13 A-I/.IZ ein n-Hauptfaktor von G und also 
~1 n Sj3cO~~oG C N ist. Es folgt, daf3 
ist, ein \\Yderspruch. Gilt zweitens N n .53co+uG L 111, so bedenken wir, 
da0 SjN ein co-a-Hauptfaktor von G und also B n sjuG iI M ist, woraus 
wir den Widerspruch 
ableiten. Die von uns gemachte Annahme ;‘LI + I hat also zu einem Divider- 
spruch gefuhrt. Folglich ist 111 I ; und wir haben gezeigt: 
(3) N* ist ein minimah n’ormalteilev z’nn G. 
Angenommen weiter, es gabe eincn von N* verschiedenen, in N enthalte- 
nen, minimalen Normalteiler L \-on G. Dann ist I, n :V” I wcgen (3); 
und aus (I) folgt 
:v _- v’” ;,+I 1‘. , 
Da I\‘* und L minimale Normalteiler, also IHauptfaktoren von G sind, und 
da jeder Hauptfaktor entweder ein a-oder co-cl-Hauptfaktor ist, wiirde hieraus 
S -~ [AT n $3,,G][X n $,3co..nG] 
folgen; und dies widerspricht der Zugehijrigkeit des Paares N, G zu unserer 
Klasse 9.N. Damit haben wir gezeigt: 
(4) N* ist der einzige in N enthaltene minimale Normalteilev von G. 
\Tir erinnern daran, daf3 
per definitionem gilt, da13 N” wegen (4) der einzige in Lv enthaltene minimale 
Normalteiler ist. Aus 1 C N* C N folgt, da13 N weder a- noch co-a-eingebettet 
ist. Da minimale Normalteilcr entweder a- oder co-a-Hauptfaktoren sind - 
wiederum per definitionem-ergibt sich: 
(5) Entweder ist N n S&G = 1 und N* ist ein co-a-Hauptfaktor, N/N* 
ein a-Hauptfaktor von G; oder aber es ist .V n GjcommnG = 1 und N* ist ein 
a-Hauptfaktor, N/N* ein co-a-Ilauptfaktor. 
Wir erinnern daran, dab G in N eine a-Gruppe von -4utomorphismen 
induziert. Dies ist natiirlich mit 
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(6) G/c,IV E a iquivalent. Fl:Sre I = 3N z A’ n c,N, so waren N und 
I1;c,X,/~,JV im wesentlichen identisch; und G induzierte isomorphe -4utomor- 
phismcngruppen in N und in Xc~N/c,N, in den isomorphen Hauptfaktoren 
1\‘” und N*c&/cJV und in den isomorphen Hauptfaktoren N/N* und 
[Nc,,!Vi~(;-Vl/[~~*c~~V~c~~]. Aber G/c,N ist wegen (6) eine a-Gruppe, so da13 
:V* und X/N* im wesentlichen mit Hauptfaktoren einer a-Gruppe identisch 
sind, also a-Hauptfaktoren sind; und dies widerspricht (5). Damit haben wir 
gezeigt: 
(7) 1 f  312: x N n c,N. 
Aus (7) und (4) folgt N” c] 3N. TEire 12’* == 3:V, so ware 
so da0 N/N” im wesentlichen mit einem Hauptfaktor der a-Gruppe G/c,;:V 
[wegen (6)] identisch und folglich ein a-Hauptfaktor von G w%re. M’egen 
(5) ist also N* ein co-a-Hauptfaktor von G. Aus 3N ~ N* C IV [wegen (I)] 
folgt die Nicht-KommutativitSt von N, so da13 :V’ ;’ 1 ist. Da N/N* ein 
a-Hauptfaktor von G ist, ist N/iii* insbesondcre abelsch, so dafl N’ iZ N* 
wird; und aus (3) folgt nun 
Sei u, z‘ ein Elementepaar aus N und c ein Element aus c,(~\~/~V*). Die Wahl 
van c ist mit 
c . l\,’ (- ,V’v- I ~~ w _ 3A 
,x7 
%quivalent; und natiirlich liegt u .I u in AT’ = 31\T. Hicraus folgcrn wir 
(u 0 e)” = u” 0 z’c _ u(u ‘- c) c Zi(zi c c) = u c v. 
~41~0 wird jedes EIement aus N’ = N” durch den van c induzierten inneren 
Automorphismus fixiert. Es folgt N* ‘) c I ; und damit haben wir 
( I--) c,;(N/il+) c C,fV” 
bewiesen. Da N nilpotent der Klasse 2 ist, ist N das direkte Produkt seiner 
Sylowuntergruppen. T;C’egen (4) ist aber N kein echtes direktes Produkt. Es 
folgt, da0 -V eine p-Gruppe fiir irgendeine Primzahl p ist. Insbcsondere sind 
JV* und N/N* beide p-Hauptfaktoren von G; und die von G in AT* induzierte 
ilutomorphismengruppe ist wegen (+) ein epimorphes Bild der von G in 
N/N* induzierten Automorphismengruppe. Da N,‘N* ein a-Hauptfaktor von 
G ist, sind die von G inp-Hauptfaktoren X/N* und N* induzierten Automor- 
phismengruppen heide a(p)-Gruppen, so da13 such N* ein a-Hauptfaktor 
von G ist. Dies widerspricht (5). Also ist 3X / 3” g SW [wegen (7)]; und 
aus (1) folgt ;\’ : AN. Wegen (4) ist N kein echtes direktes Produkt, also 
primar. Damit haben wir gezeigt: 
:V ist eine abelsche p-Gruppe. 
Angenommen, IV wire nicht elemcntar abclsch. Svegen (I) und (4) ist i\i+ 
die einzige von 1 und :V verschiedenc charakteristische Lntergruppe der 
abclschen p-Gruppe N. Also gilt: 
17” Xi’ z--- Menge der in S enthaltcnen Lijsungen von .1c!’ := 1. 
Kin Element c gehijrt dann und nur dann zu cc(:V,‘SF), wenn c c N C N* 
ist; und hieraus folgt wegen der Kommutativitit ron N, da13 
folgt. 1st umgekehrt c in c,N* enthalten, so folgt 
(c 0 i\‘)” = c c Sj’ (‘ r :\rT”- -: 1 
aus der Kommutativitlt von A:, so dali c X C :V* gilt. Also gehijrt c zu 
c,(N/N*); und damit haben wir 
bewiesen. Es folgt, dal3 G in den beidcn p-Hauptfaktoren L\‘;” und NjlV* im 
wesentlichen dieselbe Automorphismengruppe induziert: &Vi* und N/X* 
sind also entweder beide a(p)-Hauptfaktoren oder beidc co-a(p)-Hauptfak- 
toren. Dies widerspricht (5); und aus diesem Widerspruch folgt: 
(8) N ist eine elementar abelsche p-Gtxppe. 
Die von G in N induzierte Automorphismengruppe werde r genannt; und 
es folgt aus (6), dal3 F eine a-Gruppe ist. Wir betrachten einen minimalen 
Normalteiler d von F und nehmen an, dall 
p ein Teiler von o(d) 
ist. Da 1‘ eine a-Gruppe ist, ist also 
(+ -j-) A eine elementar abelsche p-Gruppe und T’/crA E a(p). 
Die p-Gruppe A induziert natiirlich p-Gruppen von Automorphismen in 
den elementar abelschen p-Gruppen N* und N/N*. Es folgt, da8 A sowohl 
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in N* als such in N/N* von 1 verschiedene Elemente fixiert. Die Gruppcn 
der von ,4 fixierten Elemente aus N* wie aus N/N* sind T-zulassig, da d 
ein Normalteiler von I’ ist. T-zukissige Untergruppen von ;V sind aber Nor- 
malteiler von G. Also ergibt sich aus (1) und (3), daB 
d jedes Element aus N* und jedes Element aus N/N* fixiert. 
\4’egen der [in (8) enthaltenen] Kommutativitat von N ergibt sich hieraus 
bekanntlich: 
Die Abbildung von 0 aus d auf u - 1 ist ein Isomorphismus von d auf 
die Untergruppe d - 1 von Hom(N/N*, N*). 
Aus d f  1 folgt 
1 c N-1 = [NjN*y c N*; 
und da il ein Normalteiler von r ist, ist V-1 eine T-zulassige Untergruppe 
von N und also ein Normalteiier von G. Anwendung von (3) ergibt 
LtJT” = ,vA--1 
Die Gesamtheit der Fixelemente von d ist eine N* enthaltende Untergruppe 
von N, die T-zultissig und also ein r\Jormalteiler von G ist, da ja d ein Normal- 
teiler von r ist. Sie ist also entweder N oder N* [wegen (l)]; und aus d # 1 
ergibt sich, daR 
N* die Menge der Fixelemente von d ist. 
Wir betrachten ein Element X E c,d. Natiirlich fixiert h dann und nur 
dann jedes Element in N* = niL’-l, wenn h jedes Element der Form 
x0-l mit LYE N und UGA 
fixiert; und dies ist mit 
x”-1 = [xu-l]n = XX(a-l) 
aquivalent; eine Bedingung die wiederum mit 
x(n-l)k-l) = 1 
oder 
xn-1 _ “&-lb fiir XEN und UEA 
Hquivalent ist. Dies kijnnen wir pragnanter auf die Form 
&I = +-1)A fiir x E N 
&I/20/1-4 
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bringen. Nun haben wir aber obcn gezeigt, da13 ,\\I* die Gruppe der Fixelc- 
mente von A ist; und es folgt nun, dal3 der Automorphismus h E c,.d dann 
und nur dann jcdes Element in A’” fixiert, wenn er der Bedingung S’ 1 [- TV*’ 
genugt, d.h. aber wenn er j&s Element in X:,‘:\‘+ fixiert. 
\\Yr bczcichnen mit r* die Gesamthcit der ;1utomorphismen aus I’, die 
alle Rlcmcnte in P fixieren; und mit r ** bczeichncn wir die Gesamtheit 
dcr Automorphismen aus F, die alle Elemente aus A?N” fixieren. 1l:egen 
der I’-Zulissigkeit von W* sind 1‘” und P* Normaltciler von I’; und das 
then bcwiescne Resultat kann nun auf die Kurzform 
r* n c,d c,.d n P- -= ‘1 
gcbracht werden. 
1st crstcns die p-Gruppe W* ein a-Hauptfaktor von G, so wird 
Nun ist, wie wir oben bemcrkt haben (siehe (+ --)), ric,,d t a(p) und a(p) 
ist eine Formation. Es folgt, da0 r:fl E a(p) und also such das epimorphe 
Rilcl I’, I‘,‘* einc a(p)-Gruppe ist. Folglich wird 
G,ic,(:V;:TV*) = r/r** t a(p), 
so daI.3 der p-Hauptfaktor lV/lV” ebenfalls ein a-Hauptfaktor im Widerspruch 
zu (5) wird. 1st zweitens iL’/N” ein a-Hauptfaktor von G, so wird 
,:P~~ LZ G:‘c,;(:Lr:‘.V*) E a(p), 
da ja N/:V’ wcgen (8) eine elementar abelsche p-Gruppe ist. Da a(p) einc 
Formation und r,‘c,d E a(p) wegen (+ -1 ) ist, ist such r/A E a(p). Also ist 
such das cpimorphe Rild 
G:‘q;X* m: r:‘r* G a(p), 
so da13 der p-IIauptfaktor A-* w m  G tin a-Hauptfaktor ist ~~ wiederum im 
IViderspruch zu (5). Die Annahme der Existenz eines minimalen Xormal- 
teilers von r, dessen Ordnung durch p teilbar ist, hat uns also zu &em 
\Vidcrspruch geftihrt; und damit haben wir gezeigt: 
(9) J&r minimale i\;ormalteiler zvn r hat zu p teilerfremde Ordnung, so 
da&3 insbesondere I der einzige p-Normalteiler van r ist. 
\\,‘ir betrachten einen Normalteiler 6 van r, der von 1 verschieden und 
dcssen Ordnung zu p teilerfremd ist. Da S wegen (8) eine elementar abelsche 
p-Gruppe und also ein Vektorraum iiber GE’(p) ist, k6nnen wir Maschkes 
Satz anwendcn: es gibt eine Untergruppe 7’ von N mit 
T = To. 
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Sci F die Gruppe der Fixelemente von 0. Da 0 ein Normalteiler von z’ ist, 
ist F eine E&issige Untergruppe und also ein Kormalteilcr von G. Aus 
tl -# 1 folgt F C N, so da8 F 7: I odcr F : N* aus (I), (3), (4) folgt. \Kirc 
F = !V*, so w%re 
;\l’un ist N-l eine T-zulgssige Untergruppe und also ein Normalteiler van G, 
so dafl aus LVapl (7 T C :V [und (l), (3), (4)] sich 
ergibt, woraus 0 = 1 folgen wiirde. Dies ist ein Widerspruch, aus dem 
F = 1 folgt: 
1 ist das einzige Fixelement von 0 in A’. 
Die Gruppe der Fixelemente von 0 in X/N* ist ein Xormalteiler von 
G/N*, da 0 ein Normalteiler von r und eine derartige Fixelementgruppe 
also T-zul&sig ist. Aus (1) folgt, dal3 d’ lese Fixelcmentgruppe entweder 
gleich 1 oder gleich NjN* ist. Im zweiten Falle wird 
und aus der O-Zul%ssigkeit von T folgt dann, da8 
TO-1 C T n N* -_ 1 - 
ist. Also besteht T + 1 aus Fixelementen von 0, was dem eben bewiesenen 
Resultat widerspricht, daR 1 das einzige Fixelement von B ist. Aus diesem 
Widerspruch ergibt sich, daB 1 das einzige Fixelement von 0 in N/N* ist. 
Damit haben wir bewiesen: 
(10) Ist tl f  I ein A~ormalteiler van 1’ mit zu p teilevfremcleer Ordnun/: 
o(e), so ist 1 das einzige Fixelement von 0 in N und such das einzige Fixelement 
von 0 in N’N” I . 
\Vegen (5) gibt es Normalteiler von r mit a(p)-Faktorgruppe. Also ist 
der Durchschnitt T,, [= a(p)T] aller Normalteiler von r mit a(p)-Faktor- 
gruppc wohl definiert; und da r endlich und a(p) eine Formation ist, ist 
r/r, E a(P). 
\Ere r, 7: 1, so wEre I’ selbst eine a(p)-Gruppe und induzierte folglich in 
den beiden p-Hauptfaktoren N* und N/N* von G wiederum a(p)-Gruppen 
von Automorphismen. Dann wiirde aber G in N* und N/N* ebenfalls 
a(p)-Gruppen van Automorphismen induzieren, so daB die beiden p-Haupt- 
faktoren IV* und L\T/:V von G sogar a-Hauptfaktoren wiren. Dies wider- 
spricht (5); und aus diesem 1Yiderspruch folgt 
r;, il- 1 
Folglich esistiert ein minimaler Normalteiler H von 1’ mit 8 C P,, . Es folgt 
aus (9), dal3 die Ordnung o(0) eon H zu p teilcrfremd ist. Anwendung von 
(IO) ergibt also, da13 0 kein von I verschiedenes Element in :bT und kein von 
1 verschiedenes Element in :\r;;Y” fixiert. \Vegen (5) ist genau eincr der 
Hauptfaktoren S* und N/X* tin a-Hauptfaktor; und wcgen (8) sind diese 
beidcn Hauptfaktorcn p-Gruppen. 1st crstens N*’ ein a-Hauptfaktor, so 
induziert G und also such T in :V* eine cl(p)-Gruppc von Automorphismen; 
und hieraus folgt, daB I;, jedes Element in :V* fixicrt. Dann wird aber such 
j&s Illemcnt aus N* von 19 fixiert; und dies widerspricht (10). 1st zweitcns 
*y ,‘;\‘” ein u-Hauptfaktor, so induzicrt G und also such 1’ in ;Y/iV” eine 
u(p)-Gruppe von Automorphismen; und hicraus folgt, dal.3 f’,, jedes Element 
in J/;V fixiert. Dann fisiert aber such 0 j&s Element in X/;V*; und dies 
widerspricht ebenfalls (IO): unsere Annahme, daB Bcdingung (a) nicht not- 
wendig ist, hat zu einem Widcrspruch gefiihrt; und die Notwendigkeit de1 
13edingung (a) ist dargetan. 
Brwi.s des llauptsatzes. \I’ir n&men zun$chst an, dalJ G in seinem 
Normalteilcr !\’ tine cl-Gruppe van Automorphismen induziert. I)ann gilt 
(2). wicl in, \-origen &Abschnitt unserrr I’eberlegungen bewiesen wurde. 
\\‘eitcr gilt 
\\ OIMW natiirlich such 
.\ ( c& 
folgt. Aus 
folgt also 
.V n $j3comnG L c,& n crG == 3[aG], 
womit such die Notwendigkcit der Bedingung (b) dargetan ist. 
Gelten umgekehrt die Bedingungen (a) und (b), so zcigt der Satz von 
Huppcrt [ 1 a, 13. 562, 1.3 Satz], dal3 G in 53°C; eine n-Gruppe von Automor- 
phismen induziert. Also wird 
[Nn!f13~G]-aG -: 1; 
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und aus Bedingung (b) folgt 
[N n $3jcoeaG] 0 aG = 1. 
Anwcndung von (a) zeigt schlief3lich 
:V o aG = [(IV n $jnG) 0 nG][(N n $~3,7~-~G) 0 uG] = 1, 
so da13 G/c,:V eine a-Gruppe ist, womit wir such das Hinreichen unserer 
Bedingung dargetan haben. 
Disk&on des Hauptsatzes 
A. Hatten wir nicht die Xnnahme gemacht, da13 die Formation tr nicht 
leer ist, so ware aG nicht definiert; aber natiirlich ware dann such die von 
G in -V7 induzierte Gruppe von ilutomorphismen keine a-Gruppe. 
13. Es sei A7 (a, 6, c, d) die ron vier Elementen erzeugte endliche 
p-Gruppe mit folgenden Eigenschaften: 
hierbci sei p eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl. Man uberzeugt sich 
davon, dal3 o(:V/W) == $9 und o(V’) == p 8 ist. 1st r die Gruppe aller Auto- 
morphismen von N, die die Elemente a, b, c, d untereinander permutieren, 
so sieht man weiter ein, daR T die symmetrische Gruppe des Grades 4 und 
also auflosbar der Ordnung 24 ist. Wir bilden im Holomorph von LV das 
Produkt G = VT. Dann ist N’ ein minimaler Normalteiler von G und ,VV’ 
ist ein minimaler Sormalteiler von G/J”. 
1Cr nennen einen Hauptfaktor einen e-Faktor, wenn er eine elementar 
abelsche Primargruppe mit vier nicht iiberschreitendem Range ist, in dem 
eine auflosbare Gruppe von Automorphismen induziert wird. 1st ein Haupt- 
faktor kein s-Faktor, so heiBe er ein co-s-Faktor. Entsprechend nennen wir 
einen 5ormalteiler X der endlichen Gruppe Y einen 5- bezw-. co-s-eingebet- 
teten Normalteiler, wenn alle in S enthaltenen Hauptfaktoren B- bezw. 
co-S-Faktoren sind; und natiirlich ist die Gruppe S eine s-Gvuppe, wenn S 
ein s-eingebetteter Normalteiler von S ist. 
Betrachten wir nun den Normalteiler lVT von G im Lichte dieser Defini- 
tionen, so sehen wir, daB G/W im wesentlichen die von G in N induzierte 
Automorphismengruppe ist, daR GIN’ eine Ervveiterung der elementar abel- 
schen p-Gruppe -V/V’ der Ordnung pa durch die symmetrische Gruppe des 
Grades 4 ist. Also induziert G in V eine ?;-Gruppe von Automorphismen. 
Weiter ist der Hauptfaktor N’ von G ein co-s-Hauptfaktor, da 0(X’) ==p6 
ist; und der Hauptfaktor A’/,’ von G ist ein 5-Faktor, da G in V,i>V’ einc 
aufliisbare Gruppe von Automorphismen induziert - G ist ja selbst auflos- 
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bar - und da 0(1”1’;‘lV’) p4 ist. Abcr naturlich ist 5’ kein dirckter Faktor 
von N; und damit ist gezeigt, daI3 fur s-Einbettungen kein unserm Haupt- 
satz entsprechendes Resultat gilt: die Reschrankung auf lokal definiertc 
Formationen ist unentbehrlich fur die Gultigkeit des Hauptsatzes. 
C. L\?r betrachten zwei Formationen (I’, u’(p) und a”, cl”(p), die den 
a, a(p) auferlegten Forderungcn geniigen. Weiter sol1 gelten: 
a’(p) c a”(p) fur jede Primzahl p, 
woraus naturlich such 
folgt. 1st dann N ein Normalteiler dcr endlichen Gruppe G nut 
G,‘c,;Y E a’, 
so ist selbstverstandlich such 
und Anwendung des Hauptsatzes erg&t 
Weitcr uberzeugt man sich muhelos van der Giiltigkeit der Lngleichungen: 
so da0 aus den beiden obrigen Zerlegungen und dcm Dedekindschen Modul- 
satz weiter folgt: 
D. Sei N ein Normalteiler dcr endlichen Gruppe G mit aufliisbarcm 
G/c&. Dann gibt es natiirlich unsercn Anforderungen geniigende Forma- 
tionen x, r(p) mit G/c,N E x; und der Durchschnitt m, m(p) all dieser For- 
mationen ist wieder eine unsern Anforderungen gentigende Formation mit 
G/c,N E m. Diese Formation ist eindeutig durch das Paar N <*:I G bestimmt: 
die minimale zugehijrige Formation. Weiter ist der Hauptsatz anwendbar 
und die ad C angestellten Ueberlegungen kijnnen mit der Minimalitat von 
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m, m(p) in Verbindung gebracht werden. Eine unabhangige Charakterisierung 
der sich aus dem Hauptsatz ergebenden Zerlegung von LV steht allerdings 
noch aus. 
F~LGERUNG I. In jeder endlichen Gruppe G gilt: 
(I) c<;aG z 53”G 0 [c,aG n sjjco+,,Gl = $,jnG s[W; 
(2) c,aG C-J $jco-nG c: 3[uGl; 
(3) c,;[~G:),ijco-“GI/Sj3co~,G -L 5~a[Gi%co-P1~ 
Beu>eis. Nach dem Huppert-s&en Satz wird ~j3~G von aG zentralisiert. 
Da c,nG von aG zentralisiert wird, ergibt Anwendung des Hauptsatzes 
wegen .$3aG C c,aG die Giiltigkeit der ersten Gleichung (1) wie such die 
von (2), woraus dann such die Giiltigkeit der zweiten Gleichung (1) folgt. 
(3) ergibt sich aus (I), wenn wir uns nur an 
bjcopaG (7 aG und 333,x-,[G/Sjj,+,Gl .yz I 
erinnern. 
FOLGERUNG 2. Induziert die endliche Gruppe G in ilzrem Normalteiler N 
eine a-Gruppe van Automorphismen, so sind die drei folgenden Eigenschaften 
(x. a) wie such die drei folgenden Eigenschaften (x. co-a) untereinander aquiva- 
lent: 
(i. a) Es gibt einen in N enthaltenen (i. co-a) Es gibt einen in N enthal- 
minimalen Nornzalteiler M von G mit fenen mizzimalen ~Tormalteiler iVI von 
;lf a G. G mit M co-a G. 
(ii. a) N n 3$3,,G + I. (ii. co-a) N n $3coPnG f 1. 
(iii. a) Es gibt einen in N enthaltenezz (iii. co-a) Es gibt einen in !V ent- 
Normalteiler F von G derart, daJ haltenen ;Vormalteiler F von G der- 
lV!F ein a-Hauptfaktor von G ist. art, daj’ !V/F ein co-a-Hauptfaktor 
von G ist. 
Folgt unmittelbar aus der Zerlegungseigenschaft (a) des Hauptsatzes. 
Spezialjall 3. Bestehen etwa alle a(p) nur aus der Identitat, so besagt die 
Folgerung 2 folgendes: 
1st N ein Normalteiler der Gruppe G, induziert G in N eine nilpotente 
Gruppe von Automorphismen, so ist dann und nur dann N n 3G f 1, wenn 
N t) G C N ist; und es gibt dann und nur dann einen minimalen Normalteiler 
von G, der in N, aber nicht in 3G liegt, wenn es einen Normalteiler M von 
G mit MC N und M(N o G) = N gibt. Aehnliche Aussagen finden sich 
schon bei Gorenstein und John Thompson. 
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FQLGERUNG 4. Der Normalteiler X der endlichen Gruppe G ist dann u1zt1 
nur dann in 9~3~G enthalten, zuenn 
(a) Glc,N E a und 
(b) jeder in AT enthaltene minimale Normalteiler aon G ein n-Hauptfaktor 
zlon G ist. 
Dies ergibt sich miihelos aus dem Hauptsatz und Folgerung 2. 
SAW 5. Ist G eine endliche Gruppe mit nbelschem aG, so ist 
(A) aG :_ 53co-aG, 
(B) c,aG =-= 53aG 0 $J~~+~G, 
(C) &,G = K, m= K n ccaG fiir jedes Complement A- Tson aG in G. 
'I'ERMIKOLOGISCHE ERINNERIJNG. Das Hcrz S, der Untergruppe _X’ der 
Gruppe IT ist gleichzeitig das Produkt aller in X enthaltenen Normaltciler 
von 2’ und der Durchschnitt aller zu S in Y konjugierten Llntergruppen. 
Beweis. \\‘ir erinnern zungchst an die Ungleichung 
(1) 1300-aG C aG, 
auf deren Allgemeingiiltigkeit schon in der Einleitung hingewiesen wurde. 
Aus der Kommutativit5t von nG folgen 
(2) aG C cGaG und G,‘cGaG r a. 
Wir k6nnen also den Hauptsatz auf aG anwenden. In Verbindung mit (1) 
ergibt sich 
(3) aG = [aG n Sj3aG] @ $3co-aG. 
Der kanonische Epimorphismus von G auf G/5jjacodaG bildet aG wegen (3) 
auf einen a-eingebetteten Normalteilcr und G/aG auf eine a-Gruppe ab. 
Erweiterungen a-eingebetteter Normalteiler durch a-Gruppen sind a-Grup- 
pen. Damit haben wir 
W%co-aG E a und aG C 53co-aG 
bewiesen; und hieraus folgt (A) [wegen (l)]. 
Aus (A), (I), (2) und Folgerung 1, (1) folgt (B). 
1st S eine a-Untergruppe von G mit G = SaG, so ist S n aG ein Normal- 
teiler von S und wird also von S normalisiert; und aus der KommutativitHt 
von aG folgt, da6 S CT aG von aG zentralisiert wird. Also wird S n aG von 
SaG := G normalisiert, ist ein Normalteiler von G. Da S n aG von aG 
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zentralisiert aird und G = SaG ist, induzieren G und S in S n crG dieselben 
,Automorphismen. Aus S E a folgt dann, dal3 
S CI aGaG und also S n aG L $3nG 
ist, woraus sich wegen (A) 
5’ n aG L !$3,G n aG : ; 53aG n $j30._,G 1 1 
ergibt. Damit haben wir gezeigt: 
(4) Jede S E n und G = SaG erfiillende Untergruppe S ist ein Kom- 
plement von aG in G. 
1st K ein Komplement von aG in G, so ist k’r GjaG E a. Weiter wird 
&,G wegen (A), (B) von aG zentralisiert, so da8 G =--= KaG und K in [dem 
a-eingebettetcn Normalteiler] !53nG die gleichen Xutomorphismen indu- 
zieren. Es folgt, dafi S = KSjg,G eine a-Untergruppe mit G = SaG ist. 
Also ergibt sich aus (4), dal3 S wie auc!i X= C S ein Komplement von aG in 
G ist. Anwendung des Dedekindschen 1Iodulsatzes crgibt &L ~= S = K.&,G, 
woraus wir 
folgcrn. 1st weiter der Normalteiler A’ von G in I< enthalten, so ist wegen (5) 
(6) ;V53,G n aG C k’ n aG = 1. 
Folglich wird N!53,,G von aG zentralisiert. Aus (A), (B), dem Dedekindschen 
Modulsatz und (6) folgt also 
.;V C N&G :-= .53”G. 
Kombination mit (5) ergibt 
$&G L= A’, . 
Hieraus leitet man in Verbindung mit (A), (B) und dem Dedekindschen 
Modulsatz 
sjaG =: k-n c,nG 
ah, womit wir such (C) bewiesen habcn. 
Diskussion van Sat% 5 
A. Anwendung eines Satzes von Carter und Hawkes [2, p. 197, Theorem 
5.151 ergibt: 
1st G eine endliche Gruppe mit abelschem aG, so zerfallt G iiber aG [und 
alle Komplemente von aG in G sind konjugiert]. 
Dies zeigt, dafl die Eigenschaft (C) des Satzcs 5 nicht leer ist. &fan kijnnte 
dies au& direkt aus dcr Snttigung von a und (4) oben folgern. 
B. Sei a(p) fiir jcde Primzahl p die nur aus der I bestehende Formation, 
so daR a die Formation dcr nilpotentcn Gruppcn ist. iVeitcr sci 1%’ die 
(Juaternionengruppe. Dann gibt es einen tlutomorphislnus o der Ordnung 3, 
dcr die drei zyklischen lrntcrgruppen der Ordnung 2 van .V!3:\’ zyklisch 
permutiert. SchlieDlich sei G ,\:{u; das im IHolomorph van :V gcbildete 
f’rodukt. Dann ist 3V [als zyklische (;ruppe dcr Ordnung 21 ein n-Haupt- 
faktor und L7T/,3.\T ist ein co-a-Hauptfaktor von G. Da G/:V als zyklische 
Gruppe einc a-Gruppe ist, erschlicI3t man ,\’ = aG; und .‘I; ist nilpotent, 
aber iIT ,’ sI,3C, ~(, G. Dies zeigt, daM die Aussagcn (A) ~~ (C) des Satzcs 5 
nicht mehr geltcn, wenn man dort die \‘oraussetzung dcr Kommutativitat 
van (1G durch ANilpotenz crsetzt. 
C. Ware (I Icer, so wgre LIG nicht d&&t, aber G !$3,C,~uG. 
~OLc;ERuXC 6. Ist X rin :Vovmalteiler der endlichen Gruppe G, so ist dann 
und nur dann Gi3N E a, wenn 
(a) G,-I- t a, 
Beweis. 1st erstcns G,/3N E n, so ist au& das epimorphe Bild G,‘N von 
G/3‘\ 1 r eine n-Gruppe: es gilt (a), \Veiter ist 
)j3,xom,G 5 aG C 3X, 
so daD cinmal (c) gilt und weiter FIG abelsch und JV ~1 c,;clG ist. Wir kijnnen 
also Satz 5, (A + B) anwenden, urn (b) zu beweisen. 
Gelten (a), (b), (c), so ist G/?JJ~~~~G als Erweiterung des n-eingebetteten 
Kormalteilers ~~~/S33co-nG durch die a-Gruppe G,i,V tine a-Gruppe, so da0 
such das epimorphe Bild G/3X von G;53,,_,G eine a-Gruppe ist. 
Der Zusammenhang mit dem ;lIaschke-schen Satz Mt sich auf folgende 
Art dcutlich machen. Es sci r eine a-Gruppe von Automorphismen der end- 
lichen abelschen Gruppe .4. Wir bilden das Produkt G -= ‘4s im Holomorph 
van &4. Dann ist G/24 E rc 11, so daB G/3/I == G/A eine a-Gruppe ist und 
wir Folgerung 6 anwenden kannen. Es crgibt sich 
=1 = [A n !53*G] 3 $53co-aG. 
Man sieht leicht ein, daR die in d enthaltenen n- bezw. co-a-eingebetteten 
Normalteiler von G sich allein durch die Wirkung von r auf A charakteri- 
sieren lassen. 
ZUSATZ. Ist der Xormalteiler N der [nicht notwendig endlichen] Gruppe G 
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rin Produkt endlicker ~Vornzalteiler van G, inrhzievt G in jedem in :Y entlzaltenen 
en&h :Vosmalteiler con G eine a-Gvuppe @on dutornorpkisnzeu, so ist 
Beweis. 1st P ein endlicher Normalteiler von G mit F C 1\:, so ist die van 
G in F induzierte Gruppe r von Automorphismen nach Voraussetzung eine 
endliche cl-Gruppe. \Vir bilden das Produkt E :z Fr im Holomorph von I;. 
Dann ist r such die von E in F induzierte &4utomorphismengruppe: die end- 
lithe Gruppe E induziert in ihrem Normalteiler F eine a-Gruppe von Auto- 
morphismen. Wir kiinnen also den Hauptsatz anwenden; und es ergibt sic11 
F = [F n g3JT] (8 [F n 53copnE], 
F n s5jco J i 3[aE]. 
1st CY eine Untergruppe von P, so sind die folgenden drei Eigenschaften 
Lquivalcnt: 
1,’ ist ein Normalteiler von E; 
c; .~ 1’. 
0’ ist ein Normalteiler von G. 
Sind wciter J und B Kormalteiler von G mit A C B CF, so induzieren G, 
r und E im wesentlichen die gleiche Automorphismengruppe in BiL4. 
Hieraus folgert man : 
F n $3& == F n !$3nG, 
F n S3320J := F n $~3~.& C 3[nG]; 
und aus diesen Tatsachen leitet man unsern Zusatz miihelos ab. 
Bemerkung. Aus der Voraussetzung, da0 iV ein Produkt endlicher Yor- 
malteiler von G und G in jedem in 1%’ cnthaltenen cndlichen ANormalteiler 
eine a-Gruppe von Automorphismen induziert, ergibt sich, daB die von G 
in il; induzierte Automorphismengruppe residue11 endlich-cl ist. Aber aus 
dieser Eigenschaft folgt gewil3 nicht unsere zweite Voraussetzung: es ist ja 
jcde von 1 verschiedene freie Gruppe nach den Satzen von F. Levi-W. Ma- 
gnus residue11 endlich-a; und man kann eine solche Gruppe weiter so treu 
auf einer unendlichen elementar abclschen p-Gruppe operiercn lassen, da13 
zwar jedes der Elemente nur endlich vicle konjugicrte besitzt, aber in den 
endlichen Cntergruppen von der freien Gruppe i.a. keine a-Gruppen von 
Automorphismen induziert werden. 
56 BAER 
I. (a) 13. HWTI.W, Zur Theorie der I~ortnationen, Arc/r. Mutlr. 19 (1969), 561-574; 
Ch) “ISndliche (Gruppen I,” (irundlehren der math. \Viss, 134, Springer-Xserlag 
Rerlin,‘New York, 1967. 
